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ПРО ДЕЯКІ ТИПИ АНТИНОРМАЛЬНИХ ПІДГРУП
Підгрупа Н групи С називається пронормальною в С, якщо для довільного
2 є підгрупи Н і Н спряжені у породженій ними групі «Н, Н », Підгрупа Н групи С
називається контранормальною, якщо її нормальне замикання співпадає з усією
групою, тобто H®=G. Підгрупу НО групи С будемо називати наближено
пронормальною в С, якщо нормалізатор Мх(Н) є контранормальним у довільній
підгрупи К, що містить Н. Отримано приклади наближено пронормальнихпідгруп, які
не є пронормальними.
Ключові слова: пронормальна підгрупа, наближено пронормальна підгрупа,
абнормальна підгрупа.
Подгруппа Н группы С называется пронормальной в С, если для
произвольного 2 =С подгруппы Н и Н сопряжены в порожденной ими группе
<Н, Н8>. Подгруппа Н группы С называется контранормальной, если ее нормальное
замыкание совпадает со всей группой, то есть Н" - . Подгруппу Н группы С будем
называть приближенно пронормальной в С, если нормализатор Мк«(П) является
контранормальным в произвольной подгрупне А, которая содержит Н. Получены
примеры приближенно пронормальных подгрупп, которые’ не являются
пронормальными.
Ключевые слова: пронормальная подгруппа, приближенно пронормальная
подгруппа, абнормальная подгруппа.
A subgroup H is called a pronormal subgroup in a отоир С ії їог апу 2 є
subgroups H and H* are conjugated:in <H,.H*>. A subgroup H is called a contranormal
subgroup in a group G if H°=G.A subgroup # is.called.a weak pronormal subgroup in,a
group G if Ng(H) is contranormal in any subgroup K witch contains H. It was obtained, the
examples of non pronormal but weak pronormal subgroups.
Key words: pronormal subgroup, weak pronormal subgroup, abnormal subgroup.
Підгрупа Н групи називається пронормальною в С, якщо для
довільного є є С підгрупи НО і НЕ спряжені в групі «Н,Н». Термін
«пронормальнапідгрупа» був введений Ф. Холлом більше тридцяти років тому,
а перші результати, пов'язані з пронормальнимипідгрупами,з'явились у роботі
Д. Роуса[4].
Наступним типом антинормальних підгруп є контранормальні.
Підгрупа Н групи С називається контранормальною, якщо її нормальне
замикання співпадає з усією групою, тобто Н" г: С. Підгрупу Н групи С будемо
називати наближено  пронормальною, якщо нормалізатор Мк(Н) є
eeу довільній для підгрупи ПН надгрупі К, інакше кажучи
(Мх(НУК з К.  Наближено пронормальні підгрупи є узагальненням
пронормальних підгруп. Тому досить природним є пошук таких підгруп, які б
були наближено пронормальними,але б не були пронормальними.
Пошук таких прикладів тісно пов'язаний із розв'язністю групи.
Відповідь на питання про збіг вище зазначених типів підгруп у випадку
розв'язних груп дає наступна теорема.
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Теорема. Якщо С -- скінченна розв'язна група, то будь-яка наближено
пронормальна підгрупа є такожі пронормальною.
Доведення. Як відомо, у скінченній групі підгрупа H<G e
пронормальноютодіі тільки тоді, коли вона задовольняє умові Фраттіні, тобто
якщо для довільних підгруп К і L, таких що Н<К 2 І, виконується рівність
І - КМ(Н).
Нехай Н - наближено пронормальна підгрупа в С. Розглянемо такі
підгрупи К і І, що НАК 2 І. Оскільки група С розв'язна, то можна записати
Н<К=ЮзкК, ЯК, <... 9 К,=Г, де фактори К/К, ]=Ъп-1 — абелеви.
Оскюльки Н — наближено пронормальна, то №, (Н) контранормальнийу K),
звдки отримуемо, що №,(Н) не є підгрупою Ко.
Розглянемо фактор М, (НУК, / К,. Це неодинична контранормальна
група. Оскільки Ку/Ко - абелевий, то Мк (НУК, /К, є нормальним в КиКу, а
отже М, (НУК, / Ко я К|/ К.. Таким чином,отримали, що К, є М,(НУК.
Розглянемо тепер Н « K; 3 Kz. Використовуючи попередніміркування,
маємо
К, а Му, (НУК, з Му, GDN, (AK, = Nx, (DK),
To6to K, = Ny(H)Ko. |
Продовжуючидалі цей ланцюг, одержимо, що /, є М(Н)К, а отже Н
має властивість Фраттіні, щоговорить про її пронормальність. Теорему
доведено. ЗМ
Отже, пошук наближено  пронормальних підгруп, які не є
пронормальними, слід проводити лише серед нерозв'язних груп. У [1]
наведений наступний результат: серед груп 54, 55, 9%, 57, 5з та СГ2(5), СТ27),
СІз(3) вище зазначеного типу підгруп немає, тобто будь-яка наближено
пронормальнапідгрупа є одночасно і пронормальною.
За допомогою системи комп'ютерної алгебри САР аналогічні
дослідження було проведено також у групах С.2(11), GL2(13), GL2(17), GL2(19),
СІз(2) та СІ(2). Відмітимо, що пошук проводився як серед самихгруп, так і
серед нерозв'язних підгруп. Проте збіг наближено пронормальних Ta
пронормальнихпідгруп є в кожній із зазначенихгруп.
Відмітимо, що при збільшенні порядку групи пошук цього прикладу
ускладнюється великим часом виконання програми. Тому потрібно було
розглядати інші типи груп.
Відповідний приклад було знайдено у спеціальній унітарній групі
530,3). Виявилось, що в 503,3) є дві (з точністю до спряженості) наближено
пронормальних підгрупи, які не задовольняють умові пронормальності. Ці
групи наведені нижче:
оо по 0 а"Ц(а а" а 1 а? 1
НЕЧ|д а! 0 10 at Offa о бра? 0 а),
1 0 O}Jlat 0 0 а аб а" 1 аб 1
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0 0 1\f0 0 ааа? aly
Ня 0 at O10 a* 0, і о a
1 0 O}la*t 0 0 a aoa
де а- породжуючий елемент мультиплікативної групи поля СЕ(9).
Порядок першої підгрупи - 24, другої - 12. Перша підгрупа є
ізоморфною до симетричної групи 54, а друга - до групи А. Дійсно, для
підгрупи 5 маемо: 54 = ЧИ 2 3 4), ПП 2)», а підгрупу Н| можна також записатиза
допомогою двох породжуючихелементів:
а" а | 1 а? 1
Не (|а" 0 a@iia? 0
Га a‘ | Га’
Ізоморфізм між групами можнавстановити наступним чином:
а
1
а а 1 1 а? 1
(1234) а° 0 а’|, 12) > а° 0 а’
Га а" га 1
Аналогічно, для Аг маємо: Ач -ЧИ2 3), (2 3 4}>,в свою чергу Н> можна
подати у вигляді:
а" а" а" (а аа
H=(ia 0 alia 0 а
пав ааа
Тоді ізоморфізм можна встановити наступним чином:
7 7 7 5 6
а а а а а а
(123)-з| а" 0 а? |, (234) а" 0 a’
\@ a’ a a a a
Як було вище зазначено, ці підгрупи знайдені з точністю до
спряженості. Загальна ж кількість підгруп такого типу в SU(3,3) - 504. Що
стосується самої групи 53,3), порядок якої 6048, то вона містить 36 класів
спряжених підгруп (при цьому загальна кількість підгруп - 53150). З них 23
класи (2392 підгрупи) є  пронормальними. Відповідно, наближено
пронормальних - 25 класів (2896 підгруп).
Відмітимо деякі властивості знайдених підгруп. Незважаючина те, що
пошук здійснювався у нерозв'язній групі, самі вони є розв'язними. Також вони
не є абелевимиі не задовольняють умовам нільпотентності.
Цей приклад є досить важливим,оскільки він дає можливість вивчати
наближено пронормальні підгрупи як одне з узагальнень пронормальних
підгруп.
Одним з типів підгруп, які тісно пов'язані з пронормальними
підгрупами, є абнормальні підгрупи. Підгрупа Н групи С називається
абнормальною в С, якщо виконується включення є є «Н, Н » для будь-якого
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є є С. Цей тип підгруп уперше розглянув Ф.Холл [3], проте термін
«абнормальна підгрупа» був введений Р. Картером[2].
Як відомо, кожна нормальна та абнормальна підгрупа є також 1
пронормальною. Обернене твердження в загальному випадку не має місця.
Одним із прикладів є загальна лінійна група С1,(3). За допомогою системи САР
можна показати, що GL2(3) містить пронормальні підгрупи, які не




де Ь - породжуючий елемент мультиплкативно! групи поля СР(3). Ус щ
підгрупи знайденіз точністю до спряженості. |
Цікавим є питання про структуру груп, в яких пронормальні підгрупи
можуть бути лише двохтипів: нормальними або абнормальними. Після
дослідження було отримано наступний результат: кількість пронормальних
підгруп, які задовольняють умовам нормальності або абнормальності, у
порівнянні із загальною кількістю пронормальних підгруп є невеликою, що
наштовхує на подальші дослідження, результатом яких може статиопис таких
груп. Співвідношення між кількостями цих типів підгруп наведені нижче (тут
вказані загальні кількості підгруп з відповідними властивостями, а не лише
класів спряжених підгруп):
e GL(3) - ‘метить 12 пронормальних підгруп з умовами
нормальності або абнормальності 334 пронормальних підгруп;
GL2(5) — 42 3 256;
СІ) - 65 з 794;
GL2(1 1) — 361 3 3150;
GL2(13) — 559 37 044;
GL2(17) ~ 725 3 11 704;
GL2(19) ~2 103 3 24 371;
GL3(2) — 73 3 158;
GL3(3) — 1 006 3 8 432;
GL4(2) — 5 569 3 16 046.
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